VARIABLES ALEATOIRES . LOIS DE PROBABILITE

| Définitions

On considére une expérience aléatoire dont I'usiestQ.

Unevariable aléatoire X est une fonction qui a chaque événemert gassocie un nombre réel.

Exemples gain ou perte a un jeu, nombre de matches gqméme équipe, durée de vie d’'une
machine, temps d’attente a un guichet.

On dit que la variable aléatoire éstcretesi elle ne prend que des valeurs isolées. Daresle
contraire, on dit qu’elle esontinue.

Il Variables aléatoires discrétes
On se limitera au cas ou le nombre de valeurs quegrendre la variable aléatoire disceetestfini.
1) Loi de probabilité

Si la variable aléatoir¥ prendn valeurs distinctes, on les notesgpouri variant de 1 &.

On notera égalemer la probabilité qu&X prenne la valeux; .

Laloi de probabilité deX est donnée par toutes les valexrst leur probabilitép.. On la donne
généralement sous la forme d’'un tableau (ou I'art périfier que la somme de tous lgs est égale a 1) :

X, X, Xo | X, Total

p(x = X) o} O P, 1

2) Fonction de répartition
Lafonction de répartition d’une variable aléatoirg est la fonctior qui, a tout nombre rég| associe
la probabilité de 'événement X < x »

Pour toutxOIR,  F(x)=P( X< X On aalorP( X > x) =1- F( X)
» Cette fonction prend toutes ses valeurs dans iatke [O ; 1].

* Pour une variable aléatoire discréte, c’est unetfon en escalier.
« Elle vaut O sur l'intervallg- ; x| et elle vaut 1 sur l'intervallpx, ; + oof .

3) Espérance et écart-type
L’ espérance mathématiquel’'une variable aléatoirg, notéek, est la moyenne des valeurs prises)Xpar
pondérée par leur probabilité d’apparition.

E(X)=) nx

Lavariance de X, notéeV, est I'espérance des carrés des écarts entvallas's prises paf et
I'espérance d.

V(X)= E[( X- § X))ZJ On démontre alors qllA‘é(X) = E( XZ)—( = X))Z

L’ écart-type est la racine carrée de la variance. Il est ot on d0(X) =V ( X)

L’écart-type est un écart moyen par rapport gpkeance : plus il est grand et plus les valeurs gent
dispersées par rapport a cette espérance, c’eést-phds la probabilité d’étre proche de I'espémast faible.

4) Exemple
On tire 5 cartes parmi un jeu de 32.

Si I'on n’obtient aucun as, on ne gagne rien. & lbbtient un as, on gagne 2 euros, si on obti@st 2n gagne
6 euros, si on tire 3 as, on gagne 12 euros &irstite 4 as, on gagne 55 euros. La mise estal#@s. Le jeu
est-il équitable ? Sinon, quelle doit étre la npsar qu'il le soit ?

Soit X la variable aléatoire égale au gain. Elle peungre les valeurs — 2, 0, 4, 10 ou 53



(ZSJ (4j[28j

5 ) _ 98280 1)\ 4) _ 81900

P(X=-2)=P(0a3= (32) = o1a7e. 0488 P(X=0)=P(lag= (32 “ 201376 P
Sj

ﬁ(%j ﬁ[%j
2 2
P(X=4)=P(2a9= 3) - 19656 _ 4 0o7 P(X=10)= P(3ag= > = 2512 + 5,007
(32 201376 (32} 201376
5

)
P(X =53)= P(4ag= AN 28 0,000

= d’ou la loi deX est donnée par le tableau :
(32 201376

X; -2 0 4 10 53 Total

P(X = %) 0,4880 0,4067 0,0976 0,0075 0,0002 1

OnaalorsE(X) = 0,488x (-9 + Q4067x G- P0978 4 ,000%5 %0 , 00082 53- , 05

Le gain moyen est de — 0,5 euros, donc le jeu past&quitable, il est au désavantage du joueur. drRoil le
soit, il faudrait que le mise soit diminuée de @ghic qu’elle soit de 1,50 euro.

EtV(X)=0,488<(-2"+ 0,406% D+ 0,09%6 °4 0,0095 ¥ 0,0802° 53 ()b:54,5754 eo(X)= 2,1

[l Cas particulier : loi binomiale

1) Expérience de Bernoulli

On appelleexpérience de Bernoulliune expérience aléatoire a deux issues possippedées succes
et échecE = S.
On notep la probabilité du succes gtcelle de I'échec. Ong@ = 1- p

2) Schéma de Bernoulli

On appelle schéma de Bernoulli la répétition den expériences de Bernoulli identiques et
indépendantes.

Sip est la probabilité de chaque succes, on dit ggeHéma de Bernoulli a poparamétresn etp.
3) Loi binomiale

Etant donné un schéma de Bernoulli de paramétretsp, on appelleX la variable aléatoire égale au
nombre de succesbtenus au bout desexpériences.

X peut donc prendre les valeurs 0, 1, 2k,..,,n

On dit alors que la loi de probabilité Heest undoi binomiale de parametresn etp, et 'on a:

k

n _
pour toutk compris entre 0 et: P(X = k) = ( jpkqn K

Onaalors |[E(X) = nf et V(X) = npq




IV Variables aléatoires continues

1) Densité de probabilité
Soit X une variable aléatoire continue. Donner la lopd®babilité deX, c’est donner une fonctidrdéfinie sur
R, appelée densité de probabilied qui vérifie :

» festcontinue suR , sauf éventuellement en des points isolés

» fest positive suR

« [Ti(t)dt=1

—00

exemple Soitf la fonction définie suiR par :

f (x)=0six< 0

14

f (x) = cosx sixD[ 01—21

T
f = —
(x) OS|x>2

+ festcontinue suR saufen O y i 3
» fest positive suR

o0 _ 0 n +00 _ 0 I +oo . E_ .T[_
- [ f(t)dt_j_mf(t)dujozf(t)dt+j,21 (1) dt—J'_mOdt+J'OZCostdt+Jg odi=[ sinfz = sin - &
doncf est une densité de probabilité.

2) Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire continuefata densité de probabilité.

Alors la fonction de répartitioR deX est la fonction définie suR par|F (x)=P( X< X :J._X f( 1) df

Propriétés:
. F'=f¢
* F est continue car dérivable
. XIimmF(x)=O et lim F(x)=1

X +00

Exemple avec la densité de probabilité définie au paplge précédent, on a :
six<0,F(x) = f(1) dt:jx odt= ¢

X X 0 X . X _ .
si 0< x<§ F(x) I t) dt= J' dt+J'0 f( ) dt—J' Odt+J' costdt=[ sin}, = sin>
s,|x>E F()=[" f(t)de=[" £(1)dt+ [2 £( dt+j () a=]" Ode smtd'&J 0dt O+ 1+ O= !
3) Calculs de probabilités
Théoréme
Soit X une variable aléatoire contindesa densité de probabilitéfesa fonction de répatrtition.
Soienta etb deux réels quelconques tels cusg b. Alors :

i) P(X=a)=P(X=H§=0

i) P(X<b)=P(X<§=FH=[ 1) d

ii) P(X2a)=P(X>g9=1- { 3= f

v) PlasXsb=Fas X< B= K& X% p= P& X )= E)b =] (At



Démonstration i) admis if) Par définition dé=, P(X < b)= F(b) :J'_bm f( 1) dt.
De plus,P(X < b) = P(( X< Bo( X= l)): B X b+ P X b= P X )dapres).
iii) D’aprés ce qui préced® (X = a)= P( X> g = F(?%zl— B Xx p=1- K}
Tt dt- [T f(de=[" f(Qdt+ [ f(Y =] f(] o

iv) Les quatre écritures sont équivalentes d’aprés I'on a :
P(X<b)=P((X<gdO(a X< h)= B X p+ Pa X )

dou P(as Xsb= (X< §- B X< 3= K p- # p=[ ()] ()rae] ()t

V Lois particulieres

De plus1-F(a) =

—00

1) Loi uniforme
Soit X une variable aléatoire continue.

X suit une loi uniforme sur I’intervall[aa; b] si sa densité de probabilitést définie par :
F(x)=0six<a

f(x)=i sixO[a;H X-a

b-a Sa fonction de répartition est alors=(x) 1A sixO[a; 4
f (x) =0 sinon -a
F(x)=1six>b

En particulier sia<a <B<b, on a|P(a < X SB)=[;_—O(
-a

Exemple On suppose que le temps d’attente en minutesagirét de bus suit une loi uniforme sur l'intetgal
[0;12]
9-4 _ 5

Dans ce cas, la probabilité d’attendre le bus ehet9 minutes esﬂ’(4s X< 9) ZE_TZ C’est la méme
gue celle d’attendre entre 0 et 5 minutes, ou dreed et 11 minutes : c’est pour cette raison queilest dite

uniforme.

2) Loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire continue.
X suit une loi exponentielle de paramétrsi sa densité de probabilitést définie par :
f(x)=Ae™ six=0 _ o F(x)=0six<0
_ Sa fonction de répartition est alors : s
f (x) =0 sinon F(x)=1-e™ six= 0

Exemple On suppose que le temps d’attente a une caigsen® loi exponentielle de paramékre 0,25. La
probabilité d’attendre plus de 4 minutes est dBfX = 4) =1- F(4) = 1—( 1- e‘°'25*4) =e'= 0,3

La probabilité d’attendre moins de 5 minutesR§X <5) = F(5) =1- €**°=1- €'¥= 0,7.

Remarque Cette loi caractérise notamment les objets aréalde vie sans vieillissement » : en effet, la

probabilité que cet objet vive pendant une péraaienée ne dépend que de cette durée, et non @edéag

I'objet : autrement dit, I'espérance de vie ne aéppas de I'age ; ce peut étre le cas de composants

électroniques par exemple, mais hélas pas d’'urvidaat.

Soita etb deux réels tels que<a<b. On suppose que 'objet a atteint I'aget on cherche la probabilité
P(X=a)n(X=1) P(X=b)

pour qu'il atteigne (et donc dépasse) I'ageP,,,( X = b) = P(X=a) = P(X= 3

1-F(b) _e™
(X=b)= (b) _e™ _ e qui ne dépend que de la durée-(@) et non de I'age.

d'ouP.
ou 1-F(a) e™

Xza




