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Par Nicolas Lanchier 1

1 Séries de Fourier, noyaux de Dirichlet et de Féjer.

Définition 1.1 — Soient f une fonction L1, 2π-périodique et n ∈ Z. Le n-ième coefficient de
Fourier de f , noté cn(f), est donné par la formule

cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) e−int dt

On notera par la suite en l’application t 7−→ eint.

Lemme 1.2 (Riemann-Lebesgue) — Soient [a, b] un intervalle compact de R et f une fonction
intégrable sur [a, b]. Alors

lim
|λ|→∞

∫ b

a

f(t) e−iλt dt = 0

En particulier, l’application f 7−→ (cn(f))n∈Z est un homomorphisme d’algèbre de L1 dans l’espace
c0 des suites convergeant vers 0. [3], Sect. 4.1

Définition 1.3 — On appelle noyau de Dirichlet et noyau de Féjer d’indice N les applications

DN =
N∑

k=−N
ek et KN =

1

N

N−1∑

k=0

Dk

Les sommes partielles et les sommes de Féjer d’une fonction f ∈ L1 sont alors données par les
applications

SN (f) = f ∗DN =
N∑

k=−N
ck(f) ek et σN (f) = f ∗KN =

1

N

N−1∑

k=0

Sk(f)

Proposition 1.4 — Soient D l’espace de Dirichlet, f ∈ D et Pn = vect(ek , −n ≤ k ≤ n). Alors

D = Pn ⊕ P⊥n et

n∑

k=−n
ck(f) ek = πn(f)

où πn désigne la projection orthogonale de f sur Pn. [1], Sect. 4.5

Théorème 1.5 (égalité de Bessel-Parseval) — Si f vérifie les conditions de Dirichlet alors
la série

∑
n∈Z |cn(f)|2 converge. De plus,

∑

n∈Z
|cn(f)|2 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt

[1], Sect. 4.5
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2 Étude de la convergence.

Théorème 2.1 — Si f : R −→ C est une fonction 2π-périodique, continue et C1 par morceaux
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. [1], Sect. 4.5

Théorème 2.2 (Weierstrass) — L’espace des polynômes trigonométriques est dense dans
l’espace des fonctions continues sur [a, b]. [3], Sect. 4.3

Théorème 2.3 (Féjer) — Si f est continue et 2π-périodique alors

‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f ‖∞ et lim
n→∞

‖σN (f)− f ‖∞ = 0

De même, si f est dans Lp, 1 ≤ p <∞, alors ‖σN (f)‖p ≤ ‖f ‖p et limn→∞ ‖σN (f)− f ‖p = 0.
[3], Sect. 4.3

Théorème 2.4 (contre-exemple de Féjer) — Soient (nk)k≥1 une suite d’entiers > 0 et
(αk)k≥1 une suite de réels > 0 vérifiant les conditions

nk+1 > 3nk

∞∑

k=1

αk < +∞ lim
k→∞

αk lognk = +∞

Posons

Pk(x) = e 2inkx
nk∑

j=1

sin(jx)

j
et f =

∞∑

k=1

αk Pk

Alors la série de Fourier de f ne converge pas vers f . [3], Sect. 4.3

Théorème 2.5 — L’ensemble des fonctions f continues 2π-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gδ dense. [2], Sect. 5.3

3 Exemple d’utilisation des séries de Fourier.

Théorème 3.1 (égalité de Bessel-Parseval) — Si f vérifie les conditions de Dirichlet alors
la série

∑
n∈Z |cn(f)|2 converge. De plus,

∑

n∈Z
|cn(f)|2 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt

[1], Sect. 4.5

Théorème 3.2 (inégalité isopérimétrique) — Soient [a, b] ⊂ R et γ : [a, b] −→ C une
courbe de Jordan C1 par morceaux, de longueur L, enfermant une surface S. Alors L2 ≥ 4πS. De
plus, L2 = 4πS si et seulement si γ définit un cercle parcouru une fois. [3], Sect. 4.6

Théorème 3.3 — Soient T > 0, RT = ]0, π[× ]0, T [ et ϕ : [0, π] −→ R une fonction de classe C1

telle que ϕ(0) = ϕ(π) = 0. Alors il existe une suite réelle bn, n ≥ 0 telle que

∞∑

n=0

|bn| < ∞ et ϕ(x) =
∞∑

n=0

bn sin(nx) ∀ x ∈ [0, π]

Application 3.4 (équation de la chaleur) — Il existe une unique fonction Φ continue sur
l’espace produit [0, π]× [0, T ] telle que

1. Φ est de classe C2 et ∂2
x Φ− ∂t Φ = 0 sur RT ;

2. pour tout t ∈ [0, T ], Φ(0, t) = Φ(π, t) ;

3. et pour tout x ∈ [0, π], Φ(x, 0) = ϕ(x). [1], Sect. 5.5
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