Développement d’une fonction en série de Fourier.

Par Nicolas Lanchier !

1 Séries de Fourier, noyaux de Dirichlet et de Féjer.

DEFINITION 1.1 — Soient f une fonction L', 27-périodique et n € Z. Le n-ieme coefficient de
Fourier de f, noté ¢, (f), est donné par la formule

1 27 )
elf) = 5= | fOear

On notera par la suite e,, 'application t — e,

LEMME 1.2 (RIEMANN-LEBESGUE) — Soient [a, b] un intervalle compact de R et f une fonction
intégrable sur [a,b]. Alors

b
lim / f®)e ™dt = 0
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En particulier, 'application f — (¢, (f))nez est un homomorphisme d’algebre de L! dans I’espace
¢o des suites convergeant vers 0. [3], Sect. 4.1

DEFINITION 1.3 — On appelle noyau de Dirichlet et noyau de Féjer d’indice N les applications
N ; Nl
Dy = Z ek et Ky = N Z Dy,
k=—N k=0

Les sommes partielles et les sommes de Féjer d’une fonction f € L! sont alors données par les
applications

N 1 N—
Sn(f) = f*Dy = Y ca(f)ex et on(f) = fxKy = v
k=—N k=0

—

Sk(f)

PROPOSITION 1.4 — Soient D Pespace de Dirichlet, f € D et P, = vect(er, —n < k < n). Alors

n

D =P, ® Pnl et Z ce(flex = ma(f)

k=—n
ou m, désigne la projection orthogonale de f sur P,. [1], Sect. 4.5
THEOREME 1.5 (EGALITE DE BESSEL-PARSEVAL) — Si f vérifie les conditions de Dirichlet alors
la série Y, |en(f)[? converge. De plus,
1 2
> lenNP = g [ Ir@Ra

neEZ

[1], Sect. 4.5
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2 Etude de la convergence.

THEOREME 2.1 — Si f: R — C est une fonction 27-périodique, continue et C'! par morceaux
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. [1], Sect. 4.5

THEOREME 2.2 (WEIERSTRASS) — L’espace des polynomes trigonométriques est dense dans
Iespace des fonctions continues sur [a, b]. [3], Sect. 4.3

THEOREME 2.3 (FEJER) — Si f est continue et 2m-périodique alors
lon(Nlloe < 1 flle et lim [on(f) = fllo =0

De méme, si f est dans LP, 1 < p < oo, alors ||on(f) |, < || fllp et limp—oo lon(f) — fllp = O.
[3], Sect. 4.3

THEOREME 2.4 (CONTRE-EXEMPLE DE FEJER) — Soient (nj)g>1 une suite d’entiers > 0 et
(k) k>1 une suite de réels > 0 vérifiant les conditions

oo
Ng+1 > Ing Z ap < +oo lim aglogn, = + o
k—oo
k=1
Posons

ng iy . e}
Pk(l‘) — ¢ 2inkw Z blng—']x) et f = Z oy Py
k=1

J=1

Alors la série de Fourier de f ne converge pas vers f. [3], Sect. 4.3

THEOREME 2.5 — L’ensemble des fonctions f continues 2m-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gs dense. [2], Sect. 5.3

3 Exemple d’utilisation des séries de Fourier.

THEOREME 3.1 (EGALITE DE BESSEL-PARSEVAL) — Si f vérifie les conditions de Dirichlet alors
la série Y, ., |en(f)[? converge. De plus,

1 2w

2 2
n = — t)|“ dt
> lenNP = 5 [ 15
neZ
[1], Sect. 4.5
THEOREME 3.2 (INEGALITE ISOPERIMETRIQUE) — Soient [a,b] C R et v : [a,b] — C une

courbe de Jordan C'! par morceaux, de longueur L, enfermant une surface S. Alors L? > 47S. De
plus, L? = 478 si et seulement si v définit un cercle parcouru une fois. [3], Sect. 4.6

THEOREME 3.3 — Soient T > 0, Ry = |0, 7[ x ]0,T[ et ¢ : [0, 7] — R une fonction de classe C'*
telle que ¢(0) = ¢(m) = 0. Alors il existe une suite réelle b, n > 0 telle que

Z [b,] < o0 et o) = Z by sin(nz) VY x € [0,
n=0 n=0

APPLICATION 3.4 (EQUATION DE LA CHALEUR) — Il existe une unique fonction ® continue sur
Pespace produit [0, 7] x [0, T] telle que

1. ® est de classe C? et 8§<I> — 0, P =0sur Rr;

2. pour tout t € [0,7T], ®(0,t) = ®(m, t);

3. et pour tout = € [0, 7], ®(x,0) = ¢(x). [1], Sect. 5.5
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