Exemples de calculs d’intégrales.
Par Nicolas Lanchier !
1 Techniques usuelles de calcul.

THEOREME 1.1 (INTEGRATION PAR PARTIES) — Soient wu, v : [a,b] — C deux fonctions de
classe C!. Alors

[3], Sect. 3.1
APPLICATION 1.2 (INTEGRALES DE WALLIS) — Lorsque n — oo
I, = /ﬂ/zsin”x dr ~ \/E
0 2n
[3], Sect. 3.1
THEOREME 1.3 (CHANGEMENT DE VARIABLES) — Soient I C R un intervalle, E un espace de

Banach, ¢ : [a,b] — I une application de classe C! et f : I — E une fonction continue. Alors

b @(b)
/ Flo(t) o (tydt = / f () du
a 1)

[3], Sect. 3.1
APPLICATION 1.4 — Primitives des fractions rationnelles

/(xiixa)n /%dm neN* 2 —-4d<0
[3], Sect. 3.2

APPLICATION 1.5 (REGLE DE BIOCHE) — Primitives des fractions rationnelles F(z) = R(sin z, cos x)
en sinus et cosinus

1. si F(xz) = F(m — z) on effectue le changement de variable ¢ = sinx
2. si F(z) = F(—=z) on effectue le changement de variable ¢ = cost

3. si F(x) = F(m + x) on effectue le changement de variable ¢ = tanz [3], Sect. 3.2
2 Théoremes d’inversion de limites.
THEOREME 2.1 (BEPPO-LEVI) — Soit (f,)n>0 une suite monotone de fonctions intégrables
convergeant p-presque partout vers une fonction f € L'(Q). Alors, f, — f dans L'(Q). [4],
Sect. 1.6

THEOREME 2.2 (LEBESGUE) — Soit (f)n>0 une suite de fonctions dans LP(2), p > 1, conver-
geant p-presque partout vers une fonction mesurable f. Si la condition de domination

Jgelf(Q) telque Vn>0 |[ful<g p—pp

est vérifiée alors f € LP(Q) et f, N f- 4], Sect. 1.7
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THEOREME 2.3 — Soient (X, F, ) un espace mesuré, E un espace métrique et f une fonction
complexe définie sur ' x X. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout ¢t € E, la fonction = — f(t, ) est mesurable;
2. pour presque tout z € X, la fonction ¢ — f(¢, ) est continue sur E';

3. il existe une fonction g € L*(X) telle que pour presque tout x € X
fto) < g&)  VieE

alors la fonction ¢ +— / f(t, ) du(x) est continue sur E. [5], Sect. 9.1

THEOREME 2.4 — On suppose que E est un intervalle I C R. Si les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. pour tout t € I, la fonction x — f(t, ) est dans L1(X);

2. pour presque tout z € X, la fonction ¢ — f(t, ) est dérivable sur I;

3. pour tout compact K C I, il existe g € L'(X) telle que pour presque tout = € X
|0fe(t,z)| < g(z) VtieK

alors 9
5 [ feodu = [ oftn)du)
[5], Sect. 9.1
APPLICATION 2.5 — Pour tous a, b > 0
+oo _—ax _ ,—bx
/ € "° dr = log(b) — log(a)
0 X
[5], Sect. 9.7

PROPOSITION 2.6 — Pour tout ¢t > 0

+oo : +oo :
F(t) = / we*tzdﬂi = T arctant et / Sm(x) dx = T
0 z 2 0 X 2

[5], Sect. 9.2
3 Meéthode des résidus.

THEOREME 3.1 (THEOREME DES RESIDUS) — Soient  C C un ouvert connexe, f une fonction
méromorphe sur et A C  Pensemble des poéles de f dans 2. Alors pour tout chemin fermé
dans O\ A

! [/f(z) dz = Z Res(f,a) Ind,(a)

2im —
[4], Sect. 10.5
APPLICATION 3.2 — Pour tout n € N et pour tout 0 < a < 1,
/+°° de w/n /+°° ro! dr — s
0 14 an sin(m/n) 0 1+ sin(a)
[1], Sect. 4.6

+oo 1 2 1 2
APPLICATION 3.3 / (Lx)z de = 167 [1], Sect. 4.6
0 l+z+z 81v/3



4 Intégrales multiples.

THEOREME 4.1 (FUBINI) — Soient (X, F, u) et (Y, G, v) deux espaces mesurés. Alors pour toute
fonction F € L'(X x Y)

/X d,i(x)/y F(z,y)dv(y) = /de/(y)/x F(z,y)du(r) = //Xxy F(z,y) du(x) dv(y)
[2], Sect. 4.1

THEOREME 4.2 (CHANGEMENT DE VARIABLES) — Soient U et V' deux ouverts de R™, ¢ un C'-
difféomorphisme de U sur V et J(p) le jacobien de . Si J(¢) est borné sur U alors pour toute
fonction f:V — R continue bornée

/ fw)dv = / Flo(w) 17 () (w)] du
Vv U
[3], Sect. 5.4

APPLICATION 4.3 (INTEGRALE DE GAUSS)

+o0 R
/ e dr = 7

— 00

[3], Sect. 5.4

THEOREME 4.4 (GREEN-RIEMANN) — Soient K C R? un compact & bord et w = Pdx + Q dy
une forme différentielle de degré 1, de classe C'! sur un ouvert contenant K. Alors

/8K(de+Qdy) = //K (g—g(ﬂﬁ,y)—g—g(x,y)>dxdy

ou 0K désigne la frontiere de K. [3], Sect. 5.4

APPLICATION 4.5 — La surface du compact K délimité par la boucle droite de la lemniscate de
Bernoulli d’équation polaire 2 = a? cos 26, § € [—m/4,7/4], a > 0, est donnée par

w/4 (12

S:—/ a® cos20 df = —
2 )z 2

[3], Sect. 5.4
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