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1 Complétion d’un espace métrique, premiéeres propriétés.

DEFINITION 1.1 — Une suite (2,,),>0 d'un espace métrique (E,d) est dite de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe nyg € N tel que pour tous p, ¢ > ng, d(zp, z4) < €.

EXEMPLE 1.2 — Toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est fausse.

DEFINITION 1.3 — On appelle espace complet tout espace métrique (F,d) dont les suites de
Cauchy convergent. Si de plus F est un espace vectoriel normé, on dira que E est un espace de
Banach.

THEOREME 1.4 (COMPLETION D’UN ESPACE METRIQUE) — Soit (F, d) un espace métrique. Alors,
il existe un espace métrique noté E' et une isométrie i : & — E tels que i(E) soit dense dans F
et tels que E soit complet. [3], Sect. 1.2

DEFINITION 1.5 — L’espace E est le complété de F.

PROPOSITION 1.6 — Si F' est un espace de Banach alors lespace L(E,F) des applications
linéaires continues de E dans F' est un espace de Banach. [3], Sect. 1.5

THEOREME 1.7 (RIESZ-FISCHER) — Pour tout espace mesuré (,F,u) et tout 1 < p < oo,
L?(Q) est un espace de Banach. [1], Sect. 4.2

ProrPOSITION 1.8 — Tout fermé d’un espace complet est complet. Tout sous-espace complet d’un
espace métrique est fermé.

ProproOSITION 1.9 — Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

THEOREME 1.10 (BOLZANO-WEIERSTRASS) Soit (F, d) un espace métrique. Alors F est com-
pact si et seulement si E est complet et précompact. En particulier, tout espace compact est
complet. [5], Sect. 5.2

THEOREME 1.11 (POINT FIXE) — Soient X un espace complet et f : X — X une application
contractante. Alors f admet un unique point fixe. [3], Sect. 1.2

THEOREME 1.12 (PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME) — Etant donnés H un espace de Hil-
bert, C' un convexe fermé de H et x € H, il existe un unique y € C' appelé projection orthogonale
de z sur C tel que ||z — y|| = d(x,C). De plus, y est caractérisé par la relation

Vzel (z—y-z—y) <0
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2 Utilisation du théoréme de Baire.

PROPOSITION 2.1 — Soient E un espace complet et (F),),>o une suite décroissante de fermés
non vides de E. Si la suite des diametres §(F),) — 0 alors [~ F, est un singleton. [3], Sect. 1.2

THEOREME 2.2 (BAIRE) — Soit E un espace complet. Toute union dénombrable de fermés
d’intérieur vide de E est d’intérieur vide. De fagon équivalente, toute intersection dénombrable
d’ouverts denses est dense. [1], Sect. 2.1

APPLICATION 2.3 — Un espace vectoriel normé & base dénombrable n’est pas complet. [3], annexe
A
APPLICATION 2.4 — Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. Alors ’ensemble des points

de continuité de la fonction dérivée f’ est une partie dense de R. [3], annexe A

APPLICATION 2.5 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans I’espace des fonctions continues. [3], annexe A

3 Propriétés des espaces de Banach.

THEOREME 3.1 (BANACH-STEINHAUS) — Soient E un espace de Banach, F' un espace vectoriel
normé et (7;);er une famille d’applications linéaires continues de F dans F. Alors on a l’alternative
suivante :

1. ou bien sup;c; || T || < +00;
2. ou bien sup;c; || Ti(z) ||= +oo pour tout = dans & un Gs dense dans E. [4], Sect. 5.2

APPLICATION 3.2 — L’ensemble des fonctions f continues 27-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un G dense. [4], Sect. 5.3

THEOREME 3.3 (THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE) — Soient E et F' deux espaces de
Banach, T : E — F une application linéaire continue et surjective. Alors il existe C' > 0 telle que
Br(0,C) C T(Bg(0,1)). En particulier, T est une application ouverte. [1], Sect. 2.3

THEOREME 3.4 (BANACH) — Soient E et F deux espaces de Banach, T': E — F une applica-
tion linéaire continue et bijective. Alors T est un homéomorphisme. [1], Sect. 2.3

THEOREME 3.5 (THEOREME DU GRAPHE FERME) — Soient E et F deux espaces de Banach.
Une application linéaire T : E — F' est continue si et seulement si son graphe est fermé dans
E x F. [1], Sect. 2.3

APPLICATION 3.6 — Soit V un sous-espace fermé de C([0,1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f € V est de classe C! alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f € V il existe des constantes o, C' > 0 telles que pour tous z, y € [0, 1],

[f (@) = fy)] < Clz—y[*

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4
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