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1 Groupes finis. Cardinalité.

Théorème 1.1 (Lagrange) — Soient G est un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors
l’ordre de H divise l’ordre de G : card(G) = card(H)(G : H) où (G : H) désigne l’indice de H.
[6], Sect. 1.0

Application 1.2 — Si G est d’ordre p premier alors G est cyclique.

Théorème 1.3 (Cayley) — Si G est un groupe fini de cardinal n alors G est isomorphe à un
sous-groupe du groupe symétrique Sn. [6], Sect. 1.4

Théorème 1.4 (équation aux classes) — Soient G un groupe fini opérant sur un ensemble
X fini et Λ un système de représentants des G-orbites de X. Alors

card(X) =
∑

x∈Λ

card(O(x)) =
∑

x∈Λ

card(G)

card(S(x))

Application 1.5 — Un p-groupe G possède des sous-groupes distingués à tous les ordres divisant
l’ordre de G. [4], Sect. 1.4

Application 1.6 (Wedderburn) — Tout corps fini est commutatif. [6], Sect. 3.4

Proposition 1.7 — Le groupe des matrices triangulaires supérieures strictes de taille n × n à
coefficients dans Fp est un p-sous-groupe de Sylow du groupe linéaire GL(n,Fp). [6], Sect. 1.5

Théorème 1.8 (premier théorème de Sylow) — Soient G un groupe fini et p un diviseur
premier de card(G). Alors G contient au moins un p-sous-groupe de Sylow. [6], Sect. 1.5

Théorème 1.9 (second théorème de Sylow) — Soit G un groupe fini de cardinal pαm
avec p premier ne divisant pas m.

1. si H est un p-sous-groupe de G, il existe un p-sous-groupe de Sylow de G contenant H ;

2. les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués donc leur nombre k divise n ;

3. k ≡ 1 mod p donc k divise m. [6], Sect. 1.5

2 Groupes abéliens finis.

Proposition 2.1 (lemme chinois) — Si p et q sont premiers entre-eux alors

Z/p q Z ∼= Z/pZ× Z/q Z

[6], Sect. 1.6

Théorème 2.2 — Tout groupe abélien fini G est somme directe de p-groupes où p décrit l’en-
semble des diviseurs premiers de card(G). [1], Ch. 3

Théorème 2.3 (Kronecker) — Tout groupe abélien finie est somme directe de groupes cy-
cliques. [1], Ch. 3
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Théorème 2.4 (Cauchy) — Soit G un groupe abélien finie et p un diviseur premier de card(G).
Alors G contient au moins un élément d’ordre p. [1], Ch. 3

Théorème 2.5 — Tout groupe abélien finie G est isomorphe à un produit direct de groupes
cycliques

G ∼= H1 × H2 × · · · × Hr

tels que pour tout 1 ≤ i ≤ r − 1, card(Hi+1) divise card(Hi). [1], Ch. 3

Application 2.6 — Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique. [1], Sect. 3.2

3 Formule de Burnside et polyèdres réguliers.

Théorème 3.1 (formule de Burnside) — Soient G un groupe fini opérant sur un ensemble
X fini et k le nombre de G-orbites de X. Alors

k card(G) =
∑

g∈G
card Fix(g) où Fix(g) = {x ∈ X , g · x = x }

[2], Ch. 5

Proposition 3.2 — Le groupe O+
3 (R) agit transitivement sur la sphère S2. [1], Sect. 5.3

Proposition 3.3 — Toute isométrie g ∈ O+
3 (R), g 6= id, admet exactement deux points fixes x

et −x ∈ S2 appelés pôles de g. [1], Sect. 5.3

Théorème 3.4 — Le groupe O+
3 (R) admet exactement 5 classes de sous-groupes finis :

1. le groupe cyclique Z/nZ des déplacements stabilisant un polygone régulier ;

2. le groupe diédral Dn/2 des isométries stabilisant un polygone régulier ;

3. le groupe tétraédral A4 des déplacements stabilisant le tétraèdre ;

4. le groupe octaédral S4 des déplacements stabilisant le cube et l’octaèdre ;

5. le groupe icosaédral A5 des déplacements stabilisant le dodécaèdre et l’icosaèdre.

[3], Sect. 1.3

Application 3.5 — Le nombre N de façons de colorier un cube avec k couleurs distinctes est
donné par

N =
1

24
(k6 + 3k4 + 12k3 + 8k2)

[5], Sect. 4.3
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