ARITHMETIQUE

L'arithmétique est 1a branche des mathématiques qui étudie les nombres entiers.
Dans toute la suite, un nombre entier sera appel é simplement "entier”, ou "nombre”.

1) Notion de multiple
Un multiple d'un entier est un nombre qui se trouve dans sa table de multiplication (on continue au-dela de 10™ ...).

Exemple: 24 est un multiplede 3 car 3" ... =24 ; etc...
On dit que 24 est un multiplecommun a.... et .... (etc...)

2) Notion de diviseur
Unentier N est divisible par un nombre p si le quotient N p est un entier (tombe juste). On dit alors que p est un
diviseur de N.

Exemple: 6 est undiviseur de 42 car 42 6 =7. Lequotient est entier, car 42 est dans latable de 6.
5 n'est pas un diviseur de 42 car 42 5 ne donne pas un entier. C'est parce que 42 n'est pas dans latable de 5.

Exercice : donner un diviseur gue les nombres 9 et 12 ont en commun.
On parle de diviseur commun a plusieursentiers.

1) Le crible d'Eratosthéne

2) Problemes

Probleme n°1
Une maison a deux étages. La hauteur entre le rez de 252
chaussée et le 1% étageest de 2,70 m; il y a2,52 mentre le
1% et le 2°™ étage.

On veut construire un escalier dont toutes les marches ont la
méme hauteur, qui doit ére un nombre entier de 270
centimetres. Déterminer la hauteur d'une marche.

Les cotes sont en centimétres

Soit h lahauteur d'une marche. h est un nombre entier de centimetres.

Lahauteur du ler étage est de 270 cm. C'est un multiple de h.

De méme, la hauteur qui sépare le 1% du 2°™ étage est un multiple de h. ‘

En appellant n; le nombre de marches pour accéder au 1%, et n, le nombre de marches pour passer du 1% au 2°™,on a:

270 = nl' h
252=n," h h est donc un diviseur de 252 et de 270 : c'en est un diviseur commun.

Dressons laliste des diviseurs de 270 d'une part, de 252 d'autre part :



270=1" 270 Commentaires pour 270 252=1" 252
270=2" 135 270estdivisible par 2 car cest un nombre pair 252=2" 126
270=3 90 onutilise le critére de divisibilité par 3: 2+7+0=9, i est divisible par 3, donc 270 aussi. 252=3 84
270 n'est pas divisible par 4, car 135 n'est pas divisible par 2. 270 ne sera divisible par aucun multiple de 4.
270=5"54 252=4" 63
270=6" 45  onpeutécrire: 270=3 90=3 (2 45)~3 2) 456 45 252=6" 42
pour la divisibilité par 7, on pose la division euclidienne. Le reste n'est pas nul.
270=9" 30 252=7" 36
270=10" 27 252=9" 28
270=15" 18 252=12" 21
270=18" 15 252=14" 18
270=27" 10 252=18" 14
etc... etc...

Les diviseurs communs a 270 et 252 sont :
1;2;3;,6;9;18.
La hauteur d'une marche est a choisir parmis ces nombres.
Le choix le plus pratique est 18 cm.

Probleme n°2

Dans une caisse dont |es arétes mesurent 36¢cm,

48 cm et 60 cm sont rangés des morceaux de

savon cubiques.

[1'y en amoins de 100. Il ne reste aucun espace -

libre dans la caisse. 48

Combieny at-il de savons?

Le c6té du savons cubique est un diviseur commun a 36 , 48 et 60.
On dresse la liste des diviseurs de chague nhombre.
Les diviseurs communs qui donnent une solution plausible sont : 6 et 12.

0) Intérét du PGCD

I tient principalement dans la propriété suivante, que nous ne démontrerons pas.

L esdiviseurs communs a deux entiers
sont lesdiviseursdeleur PGCD

En revenant au cas des nombres 252 et 270, on atrouvé comme diviseurs communs18:;9:6;3:2:1




Le PGCD, qui est 18, apour diviseurs: 18;9;6; 3;2;1: on retrouve laliste de tous les diviseurs communs.

Le PGCD permet entre autres choses de ssmplifier efficacement des fractions:
Exemple:
e 252
Simplifier 570"
Nous avonsvu que le PGCD de 252 et 270 est 18 : 22_18 14_14

270 18 15 15

1) Liste de diviseurs

Dans les deux problemes traités, on a établi laliste des diviseurs de chaque entier. On a ensuite repéré les diviseurs
communs. Cette méthode est longue.

2) Algorithme de soustraction

Exemple : les nombres 18 et 30 sont tous deux divisibles par 3

A 18
L |
0
| i |
0 18 30
Cette partiem 77777777 doncaussn ivisible par 3.
Il sagit de la différence 30 -18
Lerésultat observéici se généralise, nous allons le démontrer.
a et b sont des entiers, avec a>b par exemple.
Propriété 1l
Si d est un diviseur commun aaetb, dest auss un diviseur dea-b
Démonstration Exemple
d divise adonc a peut sécrire : avec a= 100, b=30. Choisissons d=5 comme diviseur
commun.
a=k’d ou k est un entier. a=20'5
De méme: b=6"5
b=k "d
Ains : ab=(k-kK) "d a-b=20"5-6"5=(20-6) "5=14"5
k - k' est un entier, nommons-le k" :
a-b=kK' " d On observe bien que a-b est divisiblepar 5 :
Cetterelation signifieque d divisea- b. a-b=70=14"5

Une démonstration analogue permet de montrer :

Propriété 2

S dest un diviseur commun aaeth, destauss undiviseur dea+ b




Application : puisque 5 divise 100 et 30, 5 divisera:
70 gréce ala 1% propriété
130 grace ala2°™.

Propriété 3

Lesdiviseurscommunsaa et b sont lesdiviseurscommuns ab et a-b (ouaeta-s)

Démonstration :
Pour fixer lesidées, et netravailler gu'avec des nombres positifs, supposons que a>b.
Siddiviscaetb, alorsd diviseaet a-b : celaaétévu.
Réciproquement, si d divise b et a-b, alors d divise la somme de ces deux nombres (propriété 2)
ddivisedonc b+ (ab) =b+a-b=a En particulier :

PGCD(a; b) =PGCD(b ; a-b)

Cette remargue est ala base de I'algorithme de soustraction, que nous allons dével opper ici sur un exemple:

Avec 12 et 30:
PGCD(12 ; 30) =PGCD(12,30-12) =PGCD(12,18) =PGCD(12,18-12) =PGCD(12,6) =PGCD(6,12-6) =PGCD(6;6)
=PGCD(6;0) =6

Avec 75 et 125:
On trouve 25. En déduire une simplification de %55
Avec 480 et 126
Ontrouve 6 . ldem
Nombres premiers entre eux
Définition
Une fraction qu'on ne peut pas
simplifier est dite irréductible
Exemple: ;—g : 10 et 21 n'ont qu'un diviseur commun, qui est 1. Donc PGCD(10;21) = 1.

On dit que 10 et 21 sont premiers entre eux.

Définition
Deux entiers sont dits premiersentre eux si
leur PGCD est égal a 1.

2) Algorithme de ladivision euclidienne (dit algorithme d'Euclide)

Posons la division euclidienne de 32 parl2: 32 12

8 2



Cequi peut sécrire: 32=2" 12+ 8 avec 8<12

Voici un schémaqui permet de représenter cette division

Ce schéma permet de comprendre que si un nombre divise 32 et 12 (marquer un exemple avec 4 sur le schéma) | il divise aussi
8, reste de la division précédente.

Réciproguement, si un nombre divise 8 et 12, il divise 8 et n'importe quel multiple de 12, en particulier 2° 12, et donc
aussi 2° 12+ 8= 32.

Ceci est vrai pour le PGCD en particulier.

On obtient la propriété de I'algorithme d'Euclide:

Propriété
PGCD(a; b) =PGCD(b ; R(a; b))

ou R(a; b) désignelerestedeladivision euclidienne

deapar b.

Avec les nombres précédents :
PGCD(32; 12) = PGCD(12 ; R(32;12)) =PGCD(12 ; 8) = PGCD(8 ; R(12 ; 8))= PGCD(8; 4) = PGCD(4;R(8;4)) =
PGCD(4; 0) = 4

Avec 480 et 126...



