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composition d'analyse 

NOTATIONS ET OBJECTIFS 

Dans tout le problème, N dbigne l'ensemble des entiers naturels, IR l'ensemble des nombres réels et 

On considère des problèmes du type suivant : 
l'ensemble des nombres complexes. La lettre n désigne toujours un entier 2 1. 

F ( t ,  5, u, a,u, a,u) = O, { 40,s) = f(r) I 

appelés problèmes de Cauchy. Dans ce problème, les fonctions F et f sont données, et la fonction u est l'inconnue. 
Les lettres t et s représentent respectivement des variables appartenant à W et à Wn (parfois à C et à @"), en 
écrivant s = (sr,. . . ,s,.,). La dérivée partielle de la fonction u par rapport à t est notée &u et la dérivée partielle 
par rapport à s, est notée 8,u ; la notation &u désigne le vecteur (&u, . . . ,&IL). Comme on cherche des solutions 
u à valeurs complexes, on suppose que la fonction F est analytique de ses arguments. Si Sl est un ouvert de IR x 1" 
(ou de C x C"), on dit que u est solution du problème ci-dessus dans R si 

q t ,  z, 4 4  21, &u(t, s), &u(t, 4) = 0 

pour tout ( t ,  z) E R et si u(0, z) = f(r) pour tout s tel que (O, s) E R. 
Dans la partie III, on établit un résultat d'existence pour le problème de Cauchy, dans la partie IV un résultat 

d'approximation des solutions, et  dans la partie V un résultat d'unicité. Les deux premières parties servent de 
préparation aux parties suivantes. 

Les parties II et  III forment un tout indépendant de la partie 1. De même, si on admet le résultat de la 
question 16') (de la partie III), la partie IV est indépendante de tout ce qui la précède. En revanche, il sera utile 
d'avoir traité les quatre premières parties pour aborder la cinquième. 

PARTIE I. - CHAMP DE VECTEURS TANGENT A UN FERMÉ 

On se place dans R" muni de sa structure euclidienne habituelle, en notant @,y) et (zI respectivement le 
produit scalaire des vecteurs 5 et y et la norme euclidienne du vecteur z. 

Dans t,oute cette partie. R désigne un ouvert de IR", F un fermé de R et  v un champ de vecteurs dans R ,  
c'est-à-dire une application 1' : Cl -+ R" que l'on suppose de classe C'.  

Tout point y E F tel que 15 - y1 = infzEF Iz - t( est appelé une projection de s sur F .  D'autre part, on 
convient d'appeler courbe intégrale de 'II t,oute application z : I + R de classe C' vérifiant z ' ( t )  = v(x(t)) pour 
tout t E 1, I étant un intervalle ouvert de IR. On notera qu'une telle courbe intégrale n'est pas toujours une 
courbe au sens géométrique du terme : par exemple, l'application constante r(t)  = zo est une courbe int.égrale de 
u pourvu que u(x") = O. On dit aussi que la courbe intégrale z : I + fl passe par le point zo E R si x" E ~(1). 
Enfin: on dit que le champ de vecteurs v est tangent à F s'il vérifie la propriété : (v(zo),c - zO) = O pour tous 
so E F et c 5 Esn tels que la boule ouverte de centre c et de rayon Ixo - cl ne contient aucun point de F .  On 
pourra remarquer que 1 1  est tangent à F si et  seulement si --2: est tangent à F .  

< I P T , . ~  or avec toutes ses hypothèses un théorème classique permettant de montrer que par tout point de fl 
p d a C  ilne courbe intégrale de u .  On expliquera soigneusement pourquoi les hypothèses de ce théorème sont ici 
\tiifiées. niais on ne proposera pas de démonstration de ce théorème. 

2 O )  Montrer que pour tout point xo E F ,  on peut trouver un réel 6 > O tel que la boule compacte K de centre zo 
et de rayon 2 6 soit contenue dans R et vérifie : tout point x situé dans la boule ouverte de centre xo et de rayon 
E possi.de une projection sur F qui est aussi dans K .  

3 O )  Soit I : I -+ R une courbe intégrale de o. On suppose que pour tout t E I ?  z ( t )  possède une projection y(t) 

1": 

. ?  ~ . 1 pusl' f ( t )  = Ix(t) - y(t)12. Montrer que 

f ( s )  - f(t,) 5 ( 4 s )  - z ( t ) ,  4 s )  + 4 t )  - 2 Y(t)) 

pour tous s et t E I .  puis en déduire que 

s > t  




