AGREGATION DE MATHEMATIQUES 1997
Math Géné 1/6

Notations et définitions. On désigne respectivement par N, Z, Q ’ensemble des
entiers naturels, I’anneau des entiers relatifs et le corps des nombres rationnels. On désigne
par F(Z,Z) anneau des fonctions de Z dans Z.

Si k et I sont des entiers positifs ou nuls, avec k < I, on désigne par (,i) le coefficient
bindémial F'(_IIL-'E? Par convention, 0! = 1.

Premiére Partie : Fonctions polynémes a valeurs entiéres.

Définitions : Soit f € F(Z,Z) une fonction de Z dans Z. Sa différence premiére est
la fonction notée 8f définie par 8f(n) = f(n) — f(n-1).

Pour tout entier k > 1 on définit par récurrence la différence k-iéme, notée 8* f, par
o f = 8(8*~1f). Par convention, 8°f = f.

1. Soit f € F(Z,Z). Montrer que pour tout entier p > 0 et pour tout n € Z on a :

#10)= 3 (-0 (}) 1t - ).

k=0

Définitions et notation : Soient Q[T 'anneau des polynémes & une indéterminée &
coefficients dans Q, et P un élément de Q[T]). Il définit une fonction de Z dans Q, qui &
n € Z associe P(n) € Q. On dit que P est un polynéme a valeurs entiéres si I'image de
cette fonction est contenue dans Z. On désigne par P ’ensemble des polynémes & valeurs
entiéres.

La différence premiére d’un polyndéme P de Q[T] est le polynéme noté 8P défini par
8P(T)= P(T)- P(T-1).

2. (a) Montrer que P est un sous-anneau de Q[T).
(b) Montrer que 'application qui & P € P associe la fonction correspondante est un
homomorphisme injectif d’anneaux de P dans F(Z,Z).

Dans la suite on identifiera P & son image, et un élément P de P a la fonction fp
qu'il définit ; on pourra donc parler du degré d’une telle fonction et on le notera deg fp.

3. On définit une suite P (k € N) d’éléments de Q[T] par les formules :

Po=1 Pi(T)= T(T’l)"’;fT" E+1) pour k> 0.
(a) Montrer que pour tout k € N, Py appartient 2 P. On note fi la fonction corres-
pondante.

(b) Pour p > 0, calculer &% f;. en fonction de p, de k et des fx- pour k' < k.

4. (a) Soit f € F(Z,Z). Montrer que si f appartient & P alors 8f appartient a P, et
qu'on a degdf =deg f —1oudf =0.
(b) En déduire que pour tout f € P, il existe un entier p > 0 tel que l'on ait pour

tout n € Z :
P

> -04(F) -k =0

k=0






