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NOTATIONS et DÉFINITIONS. 

Soit d un entier positif. 

On désigne par A le sous-groupe additif ( ~ T Z ) ~  de Rd. Une application f définie sur Rd 
est dite A-périodique si, pour tout A E A, pour tout z E Rd, on a f(z  + A) = f(z). 

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, on note C"(Rd,E) l'espace vectoriel 
des applications de classe C" de Rd dans El et CSr(Rd, E )  le sous-espace de C"(Rd, E) 
constitué des applications A-périodiques. 

L'espace vectoriel des matrices carrées à coefficients réels à d lignes et d colonnes est noté 
Md(R), et I désigne la matrice identité. Si A E C"(Rd, Md(R)) et i , j  sont deux entiers 
compris entre 1 et d, Aij désigne l'élément de C"(Rd, R) défini par le c d c i e n t  de A en 
ligne i et en colonne j. 

Si N est un entier positif, on note ( , ) le produit scalaire canonique sur RN. Etant donné 
deux applications V ,  14' de Rd dans RN, on note (Irl W) la fonction sur Rd définie par 

Si P E C"(Rd,RN), on note r ( P )  l'éliment de Cm(Rd,Md(R)) défini par 

ap a~ 
dx; ax j I ' ( Q i j  = (- -), 15  i , j  5 d .  

Une métrique de dimension dest une application G E CZr(Rd, Md(R)) telle que, pour tout 
t E Rd, G ( t )  soit une matrice symétrique définie positive. On dit que G est représentable 
en dimension N s'il existe une application P E CEr(Rd,RN) telle que G = r (P) .  
Le but de ce problème est de démontrer que toute métrique de dimension d est représentable 
en dimension assez grande (théorème de Nash, 1956). 

Les parties 1, II, III, IV sont indépendantes, à l'exception de la première question de la 
partie IV qui utilise la deuxième question de la partie III. La partie V utilise les parties 
II, III et IV. 

PARTIE 1. UN FAIT GÉNÉRAL ET DEUX CAS PARTICULIERS. 

1. Soit P E Cgr(Rd,RN). Montrer que r ( P )  est une métrique de dimension d si et 
seulement si la différentielle de P est injective en tout point de Rd. 
En déduire que, si r ( P )  est une métrique de dimension d, alors N > d (on pourra raisonner 
par l'absurde, en étudiant l'annulation de la dBérentielle de l'une des composantes de P).  

2. Soit g E CEr(R,R) une métriq?ie de dimension 1, c'est-àare g(z) > O en tout point 
2. Montrer qu'il existe un réel A4 > O et une fonction a E C&(R, R) tels que l'application 
P : R --* R2 définie par 

soit 2n-périodique et vérifie r ( P )  = g. 
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3. Soit G la métrique de dimension 2 définie par 

vx E R ~ , G ( ~ )  = I. 

a) Montrer que G est représentable en dimension 4. 

On se propose de démontrer par l’absurde que G n’est pas représentable en dimension 3. 
Soit F E Cm(R2,R3) telle que r ( P )  = G. Pour tout x E R2, on considère le produit 
vectoriel 

dP aP 
N ( x )  = -(x) 8x1 A -(x). ax2 

b) h.lont,rer qu’il existe des fonctions b, al, a2 de classe C” sur R2 telles que 

a 2 N .  alN, - = 
d2P d2P d2P - = b N ,  -= 

ax1ax2 dX; 8x2, 

dN dN 
Exprimer alors - et - à l’aide de al, a2, b et des dérivées premières de P. 8x1 dx2 

v 1  
c) En calculant de deux manières - montrer que ax:ax2 

d) On suppose de plus que P est A-périodique. 
Montrer que la fonction x c--) (P(x),P(z)) atteint son maximum en un point y, et qu’il 
existe X E R tel que P ( y )  = X N ( y ) .  Que peut-on dire de la matrice 

Conclusion ? 

PARTIE II. UNE VARIANTE DU T H ~ O R ~ M E  DU POINT FIXE. 

Soit Eo un espace Vectoriel sur R, muni d’une norme NO qui le rend complet. Soit 

B : 80 x Eo + Eo 

une application bilinéaire. On suppose qu’il existe C > O tel que 

VU E Eo, VW E Eo, No(B(u,w)) I C N O ( U > N O ( V ) .  

1 
4C’ 

1. Montrer que, pour tout élément f de Eo tel que No(!) < - il existe un Clément u et 

un seul de EO tel que No(u) < - et 1 
2c 

u = f + B(u ,u) .  

Pour tout entier k 2 1, on suppose donnés un sous-esprtce vectoriel Et de EO et une norme 
Nk sur Ek ayant la propriété suivante : 




