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Plusieurs définitions ou notations, imprimées en italiques, sont introduites au fur et & mesure
dans ’énoncé du probléme.

La lettre k désigne un corps commutatif infini et la lettre G un groupe. Les termes “espace vectoriel”,
“application linéaire” et “forme linéaire” signifient respectivement “k-espace vectoriel”, “application
k-linéaire” et “forme k-linéaire”. Si V est un espace vectoriel, le groupe des automorphismes de V
(c’est A dire des applications linéaires de V' dans lui méme qui sont des bijections) sera noté GL(V').

Def 1- Une action de G sur un espace vectoriel V est par convention la donnée d’un morphisme
de groupes p: G — GL(V). On dit aussi que G agit sur V. On notera souvent, pour g € G et
v €V, g.v au liew de p(g)(v). Il faut noter qu’avec cetle convention une action est toujours
linéaire : g.(\v; + A2v3) = A1g.v1 + A2g.v2. Pour connaitre une action p de G sur V, il suffit
donc de savoir, pour tout élément g de G, quelle est I’image par p(g) des éléments d’une base
de V.

Def 2- Un invariant pour l'action de G sur V est un élément v de V' tel que, pour tout g € G,
on ait g.v =v . Les invariants forment un sous-espace vectoriel de V que ’on notera VC.

Def 3- 51 S = k[X1,...,X,) désigne l'algébre des polynomes dé n indéterminées, d coefficients
dans k, on notera Sy le sous-espace vectoriel de S constitué du polynome nul et des polynomes
homogénes de degré d. Tout polynéme P de S permet de définir une fonction de k™ dans k que
I’on appelle la fonction associée ¢ P.

0-1- Soit E un ensemble. On note F(E) lUensemble des fonctions de E dans k. On peut
additionner deuz éléments fy et f, de F(E) en posant, pour e € E,(f1 + f2)(e) = fi(e)+ fa(e).
On peut aussi mulliplier fi par un scalaire A € k en posant (A f1)(e) = Afi(e). Muni de ces
deuz lois, F(E) est un espace vectoriel.

PARTIE I —PRELIMINAIRES—

Soit n un entier non nul.

1-1- Pour tout entier : entre 1 et n, on se donne une partie infinie A4; de k. Soit P € k[X1,...,X,].
On suppose que la restriction 2 A; x A; X -+ x A, de la fonction associée a P est identiquement
nulle. Montrer que P est le polynéme nul.






