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concours externe 
de recrutement de professeurs agreges 

composition d'analyse 

Avertissement 

Les opérations analytiques sur les matrices telles que limite, sommation, dérivation, ... sont effectuées 
sur chaque élément. Par exemple, la matrice A (n) d'Cléments a i j ( n )  tend vers la matrice B d'Cléments bii 
lorsque n tend vers + 00 si et seulement si l'on a bi, = lim a,, (n) quels que soient i et j ;  si U ( t )  est la 

n -  

matrice d'Cléments u,, (t), l'intégrale U ( t )  dt est la matrice d'éléments 

PREM1fiR.E PARTIE 
c 

1. Soit donnée une famille de nombres complexes a (m, n) pour rn 2 O, n 2 O entiers. On suppose qu'il existe 
une suite de nombres réels positifs c ,  avec les propriétés : 

On suppose que, pour tout n 2 O, la limite suivante existe : 

lim a ( m , n )  = 6,. 
m -  + O 0  

+ m  + m  

soit explicitement n - n  n - O  m- + m  
Montrer que les deux séries a, = 1 a (m, n) et b = 1 bn convergent et que l'on a lirn a, = b, 

(3) 
+ w  + w  

lim a ( m , n )  = 1 lim a ( m , n ) .  
m - + w  n - O  I I  = O m- + m  

2. On suppose donnée une suite de polynômes P, (z) (pour rn 2 O) et une série entière Q, (z) de rayon de 
convergence R. On pose 

(4) 

+ w  

et l'on suppose la relation (2) satisfaite. On introduit la série majorante F (z) = 7 y n  z avec la définition 
d 

n - O 

on suppose que cette séie a un rayon de convergence R' > O , 

a. Prouver la relation R 2 R', d'où R > O . 
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b. Soit c un nombre réel tel que O < c < R', et soit D, l'ensemble des nombres complexes z tels que 
1 z 1 Q c ,  Montrer que l'on a 

lim P,(z) = @ ( z ) .  
m -  + O 0  

uniformément pour z parcourant D, . 

c. Examiner le cas des polynômes 

(7) (1 + z +  * . .  + z m ) .  Pm(z)  = ~ 

1 
m + l  

On déterminera les séries entières @ ( z )  et F (z)  , leurs rayons de convergence R et RI. La relation (6) est 
vraieLpour tout nombre complexe z tel que 1 z 1 < RI; on examinera le cas des nombres z tels que 
R ' Q l z I < R .  

+ oJ z n  
3. On rappelle la définition de la série exponentielle : exp z = 1 7 . Déduire de ce qui précède la formule 

bien connue : n - O  n. 

e x p z =  lim 
m - + O 0  

4. Pour tout entier d 2 1, on note Qd ( q )  le polynôme cyclotomique d'ordre d. On rappelle que Qd (q )  est 
donné par 

(9) 

et que l'on a la formule : 

4" - 1 = n @ d ( d ,  
dl n 

OÙ le produit est étendu aux diviseurs d de n . On introduit aussi une suite de polynômes n (q)  par 

a. Etablir la formule 

OÙ [x] désigne la partie entière d'un nombre réel x 2 O . 

b. Soient n et i deux entiers tels que O Q i Q n. On introduit la fraction rationnelle 

Par application de a., prouver que [ y];t un polynôme en q. Montrer que ses racines sont des racines 
de l'unité et qu'elles sont simples. 

+ q n - i + '  [i _" 13 (1 Q [ Q  n) .  
9 

c. Etablir la relation de récurrence : (1 3) 




