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concours externe
de recrutement de professeurs agrégés

composition d'analyse

Avertissement

Les opérations analytiques sur les matrices telles que limite, sommation, dérivation,... sont effectuées
sur chaque élément. Par exemple, la matrice A (n) d’éléments a;;(n) tend vers la matrice B d’éléments b;;
lorsque ntend vers +  sietseulementsil'ona b, = lLm a;; (n) quels que soient i et j; si U (t) est la

n— «

b b
matrice d’éléments i, (¢), I'intégrale J. U (¢) dt est la matrice d’éléments I w;;(t)de.
a a

PREMIERE PARTIE

1. Soit donnée une famille de nombres complexes a (m, n) pour m > 0, n > 0 entiers. On suppose qu’il existe
une suite de nombres réels positifs ¢, avec les propriétés :

+ @
(1) pourtoutm |a(mn)|<c,, > ¢, <+ @,
n=20
On suppose que, pour tout n > 0, la limite suivante existe :
2) lim a(m n)=b,.
m— + o
+ @ + o
Montrer que les deuxséries a,, = 5 a(m,n) et b= 5 b, convergent et que 'ona lim a, = b,
soit explicitement n="0 n=0 me—-+ @
+ @ + @
3 im 5 a(mn)= 5 lim a(mn).
m—=+o =0 n=0 m-— +o

2. On suppose donnée une suite de polynémes P, (z) (pour m 2 0) et une série entiere ® (z) de rayon de
convergence R. On pose

+ o + @

(4) P.()= 5 almn)z®, @)= S bz

n=10 : n={

+
et 'on suppose la relation (2) satisfaite. On introduit la série majorante F (z) = > vy, z" avec la définition

n=1

) Yo = sup la(m n)|;

m30

on suppose que cette série a un rayon de convergence R’ > 0.

a. ProuverlarelationR 2 R’, douR > 0.
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b. Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < R’, et soit D, I'ensemble des nombres complexes z tels que
| z| < c¢.Montrer quel'ona

(6) lim P,(z) = ®(2).

m-— + o

uniformément pour z parcourant D, .

¢. Examiner le cas des polynomes

7 P,(z) = (L+z+ --- +27).

On déterminera les séries entiéres ® (z) et F (z), leurs rayons de convergence R et R'. La relation (6) est
vraie “pour tout nombre complexe z tel que | z| < R’; on examinera le cas des nombres z tels que
R ' <]z| <R.

+ o n .
. On rappelle la définition de la série exponentielle:exp z = 5 ;- Déduire de ce qui précede la formule
bien connue : n=o N
®) expz = lm (1 + —g—)m
’ p m -~~~ + m .

. Pour tout entier d 2 1, on note ®,(q) le polynéme cyclotomique d’ordre d. On rappelle que ®,(qg) est
donné par

© (0= 1 [o-ew2E
1

1€k
knd=

et que I'on a la formule :

q" - 1= H‘Dd(Q),

din
ou le produit est étendu aux diviseurs d de n . On introduit aussi une suite de polynomes I, (g) par

IMy(q) =1
(10) 4
n ql — 1
m,(qg) = ] pour n 2 1
i=1 q - 1
a. Etablir la formule :
(1 1) .pourn > 2 Hn (q) = n d’d(q)l"/d],
d=2

ou [x] désigne la partie entiére d’'un nombre réel x = 0.
b. Soient n et i deux entiers tels que 0 € i < n. On introduit la fraction rationnelle

n] ___Thig)
12) [ i]q - Mg M, (q)

L n . . .
Par application de a., prouver que [ ; ] est un polynome en q. Montrer que ses racines sont des racines

de I'unité et qu’elles sont simples.

n+1 n i+ n .
c. Etablir la relation de récurrence :  (13) [ ; ] = [ i] +gn ! [z‘ _ 1] (I1<i<n).
q q q






