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composition de mathématiques générales 

ARTICULATION DU PROBLEME 

La partie 1 est consacrie il I'étude de fonctions virifiant des dquations différentielles algibriques (cette 
notion sera spécifide ultirieurement). Les résultats de cette partie 1 ne sont pas utilisis dans la suite du 
problkme. 

La partie II étudie une fonction holomorphe, dont on montrera dans la partie IV qu'clle ne virifie pas 
d'dcluation différentielle algibrique. La partie III permet d'itablir quelques résultats sur les polyn6mes et les 
frictions rationnelles, en vue des parties IV et V. La partie V gdndralise et pricise le risultat de la partie IV. 

Les pcirties II et III sotil itidi.petirlmirrs etitrr elles. 

On disigne par C le corps des nombres complexes. et par C* l'ensemble des nombres complcxes non 

TOUS les corps considérés dans le problème sont commutatifs, et de caractéristique nulle. 
Si K est un tel corps, et n un entier naturel, on note K [X,, , X I  , ..., X,,l la K-algèbre des polyncimes Li 

( n  + 1) indéterminées à coefficients dans K. Si a, égai a (a, , ,  a ,  , ..., a,,), est un Clément de N"' I , on notera X" 
le mon6me Xi') XYl ... X:". Tout éliment de K [X , ,  , XI , ... , X,,] peut donc s'écrire. de façon unique, sous la 
forme : 

nuls. On notera N l'ensemble des entiers naturels. Z l'ensemble des entiers relatifs, et R celui des nombres riels. 

c P"Xa' ,  
CIE RI" + 1 

où la famille (pJuehi"+ I est une famille délements de K dont tous les termes sont nuls sauf pour un nombre fini 
de valeurs de a. 

L'exponentielle d'un nombre complexe K sera notée err 

PARTIE 1 Exemples de fmctioas vérifirat des 6qutiom diffCreatiella algébriques s u  Q= 

Dans cette partie, on désigne par C, l'ensemble des fonctions de R dans C, indéfiniment dérivables 
sur 03. On munit C, de sa structure naturelle de C-algèbre; si ( f; g, a )  appartient à C, x C, x C. on aura 
donc : 

pourtout U dans R, cf+ g) ( U )  = f ( u )  + g (  u ) ;  
( fg )  ( U )  = f ( K ) ' g ( U ) .  (af) (.) = a ' f ( u ) ;  

Soit P un élément de C[X,, , XI , ... , X,] que l'on écrit : 

P = c p a x a .  
1 

Si f;, , fi  , ... , f, sont des élements de C, , on notera : 

= C Paf;OfY1 *:* f > *  
a € N " +  I 

On définit ainsi un Clément de C, . 
Enfin, si f est dans C, , f ( k )  désigne la dérivée &ème def;  en particulier.f[O' est égale if: 
Dans cette partie, on pourra utiliser, sans démonstration, le résultat suivant : 
Soit A un anneau commutatif, unitaire et intègre. Soient U et V des élements de A [XI, oh V n'est pas le 

polyn6me nul, le coefficient dominant de V étant de plus supposé inversible dans A. II existe alors deux 
déments Q et R de A [X] vérifiant : 

U = VQ + R avec, de plus, R = O. ou bien degré (R) < degré (V). 
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Les questions I. l . ,  I . L ,  I.3. sont indépendantes entre elles. Une même notation, utilisée dans des qitestions 
Clifft-entes, peut donc viser des objets cliflérents. 

1.1, t'application exponentielle réelle. 

Soit f l'dément de C, défini par f ( u )  = e" . 
(1. Montrer que, pour tout élémcnt P de C[X,,l, on a : 

6. Donner un dément 0 non nul de CIX,, , X, 1 tel que Q (f, f' ) = O. 
P(J) = O * P = o. 

c. Montrcr que. pour tout Clément P de C [X0 XII, on a : 

(1. Montrer que, pour tout élément P de C (X,) XI . X,], on a : 

e. Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

* P(f.f') = O * 3 R E C [ X ( ) , X l ]  P (XI - XJR. 

P ( J f : f " ) = O  -3R,SEC[X, , .XI ,X:]  P = ( X ,  - X , , ) R + ( X ? - X , , ) S .  

J - {P tz C[&, XI, X,] tel que PCff' . f")  = O}. 
Montrer que J est un idéal de C [Xo , X I  , X,] , et que cet idéal n'est pas principal. 

1.2. L'application u - sin u. 

Soit f l'Clément de C, défini par f( u )  = sin u 
a. 

b. 
C. 

d. 

e. 

Montrer que, pour tout élément P de C[X,,]* on a : 

Donner un élément Q non nul de C [ X, , XI ] tel que Q Cr, f') = O. 
Soient U, V des éléments de CI&] tels que : 

Montrer que U et V sont nuls. 
Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

Montrer que J est un idéal principal de C [X ,  , XI]. 
Soit L l'ensemble défini par I'égalité : 

L'ensemble L est4 un idéal principal de C [X ,  , XI , X,] ? 

P(f )  = O  * P - o .  

U ( f ) f '  + VY.) = o. 

J - {P E C[X,, XI] tel que PCf,f') = O}. 

L - {P E C [ X , ,  X I ,  X21 tel que PV.f',f") = O}. 

1.3. L'application u - eu'. 

Soit f l'éliment de C, défini parf( u )  = e 
a. Montrer que, pour tout élément P de C [X,, XI], on a : 

b. Donner un élément Q non nul de C [&, , XI, X,] tel que Q 
c. Soit J l'ensemble défini par I'égalité : 

PCff')  = O 3 P - o .  
f' f" ) = O. 

J - {P E 4= [&, XI , X,] tel que P Mf', f") = O } .  
Montrer que l'ensemble J est un idéal principal de C [X,, X, , X,] . 




