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composition de mathématiques générales

ARTICULATION DU PROBLEME

La partie 1 est consacrée a I'étude de fonctions vérifiant des équations différentielles algébriques (cette
notion sera spécifiée ultérieurement). Les résultats de cette partie I ne sont pas utilisés dans la suite du
probleme.

La partie II étudie une fonction holomorphe, dont on montrera dans la partie IV qu'clle ne vérifie pas
d'équation différentielle algébrique. La partie HI permet d'établir quelques résultats sur les polynomes et les
fractions rationnelles, en vue des parties IV et V. La partie V généralise et précise le résultat de la partie IV.

Les parties II et 1] sont indépendantes entre elles.

On désigne par C le corps des nombres complexes, et par C* I'ensemble des nombres complexes non
nuls. On notera N I'ensemble des entiers naturels. Z I'ensemble des entiers relatifs, et R celui des nombres réels.
Tous les corps considérés dans le probléme sont commutatifs, et de caractéristique nulle.

Si K est un tel corps, et n un entier naturel, on note K [X,. X, ..., X,] la K-algebre des polynomes a
(n+1) indéte‘frnir},ées a goefﬁciems dans K. Si a, égal a(a,, a,, ..., a,), est un élément de N"* !, on notera X"
le monome X, X, '...X,,". Tout élément de K [X,,, X,, ..., X,,] peut donc s'écrire, de fagon unique, sous la

forme :
2 Pa X%,
aent !
ou la famille (p,), e+ est une famille d’éléments de K dont tous les termes sont nuls sauf pour un nombre fini
de valeurs de a.
L’exponentielle d’'un nombre complexe « sera notée e”.

PARTIE 1 Exemples de fonctions vérifiant des équations différentielles algébriques sur C

Dans cette partie, on désigne par C,, I'ensemble des fonctions de R dans C, indéfiniment dérivables
sur R. On munit C,, de sa structure naturelle de C-algebre; si ( f, g, a) appartient 3 C, x C., X C. on aura
donc:

pourtoutu dans R, (f+ g)(u) = flu) + g(u);
(af) (1) = a-fu); (fg) (u) = flu)-g(u).
Soit P un élément de C[X,,, X,, ..., X,] que 'on écrit :
P= % p,X°
aeNttl

Si fy, fi, - f, sontdeséléments de C,,, onnotera:
Pl fisen f) =T PO
aeN" +1
On définit ainsi un élémentde C, .
Enfin, si f est dans C,, , f ¥ désigne la dérivée k-ieme de f; en particulier, f® est égale a f.
Dans cette partie, on pourra utiliser, sans démonstration, le résultat suivant :

Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre. Soient U et V des éléments de A [X], ou V n'est pas le
polynome nul, le coefficient dominant de V étant de plus supposé inversible dans A. Il existe alors deux
¢léments Q et R de A [X] vérifiant :

U =VQ + R avec,deplus, R =0, oubien degré (R) < degré (V).
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Les questions I.1., 1.2., 1.3. sont indépendantes entre elles. Une méme notation, utilisée dans des questions

différentes, peut donc viser des objets différents.

L1

2.

1.3,

L’application exponentielle réelle.

Soit f I'édlément de C.., défini par f (u) = e*.

a. Montrer que, pour tout élément P de C{X,],ona:
Pf)=0=P=0.

b. Donner un ¢lément Q non nul de C[X,,, X,|telque Q (f. f') = 0.

¢. Montrer que, pour tout élément P de C {X,,, X,},ona:
-P(ff)=0 «=3REC[X,,. X,] P= (X, = X R
d. Montrer que, pour tout éiément Pde C [X,, X;. X,|,ona:
Pff) =0 «IRSEC[X,. X,;,X;] P=(X, - X,)R + (X, - X,)S.
e. Soit J I'ensemble défini par I'égalité :
J={P & C[X,, X,, X,] tel que P(f,f', ") = 0}.
Montrer que J est un idéal de C [X,,, X,, X,], et que cet idéal n'est pas principal.

L'application u ~ sin u.

Soit f I'élément de C,, défini par f(u) = sin w
a. Montrer que, pour tout élément P de C|X,], on a:
P(f)=0 = P=0.
b. Donner un élément Q non nul de C [X,, X,]telque Q (£, f') = 0.
c. Soient U, V des éléments de C[X,] tels que :
U + V() =o0.

Montrer que U et V sont nuls. |

d. Soit J 'ensemble défini par I'égalité :
_ J={P e C[X,, X,] tel que P(f, f') = 0}.

Montrer que J est un idéal principal de C [X,, X,].

e. Soit L I'ensemble défini par I'égalité :
L={P € C[X,, X,, X,] tel que P(f,f',f") = O}.
L'’ensemble L est-il un idéal principal de C [X,, X,, X,]?

L’application u — e*?,

Soit f I'élément de C., défini par f(u) = e*’.
a. Montrer que, pour tout élément Pde C [X,, X,],ona:
P{f,f')=0=P=0.
b. Donner un élément Q nonnulde C [X,, X;, X, telque Q(f, f', f") = 0.
¢. SoitJ I'ensemble défini par I'égalité :
J={Pe€C[X,, X,, X,] tel que P(£f', f") = 0}.
Montrer que I'ensemble J est un idéal principal de C [X,, X, , X,].






