8 Agrégation de Mathématiques
concours externe : Analyse 1/7

composition d'analyse

Dans le probléme n est un entier 22. Si z=x+iye C" avec x,y€ R", on pose Re z=x,
Imz=y, T=x—iy. Si x=(x)j=q . n Y=(¥)j=1,...,n SOnt des vecteurs de C" on note xy leur

. n n . » I'd
produit scalaire: xy:Zl xjyj Ainsi x? =JZ; Af , et la norme hermitienne de x est donnée par
J= =

//x//2 = xX. Cette notation ne préte pas a confusion si on prend soin de parenthéser correctement
les expressions ou entrent plusieurs produits. _

~ On note B la boule unité ouverte de R": ensemble des x € R" tels que [[x{|< I, B la boule
unité fermée, ensemble des xe R" tels que |[x[|< 1 et S la sphére unité, ensemble des x€ R" tels
que J[x|[ = 1.

Si f est une fonction dérivable en un point x€ R", & valeurs dans C, on note df(x) le

vecteur de coordonnées (f/ox(x))j=;,. n€ C"; si §2 est un ouvert de R™ et f:£2— C est une
fonction numérique dérivable, on note df: 2— C" lu fonction vectorielle x — (H/Ox{(x))j=y,...n-
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n 3 .
Le Laplacien de R™ est l'opérateur différentiel A = jé:l g)‘—} . On dit qu'une fonction f de

classe C2 & valeurs complexes définie dans un ouvert de R"™ est harmonique si Af= 0.
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Le noyau de Poisson de la boule B est la fonction k: BxS — R définie par k{x,y) = ¢
ot ¢ est une constante non nulle qui sera précisee dans la question I1.

Si V est un ouvert de C" une fonction f: V— C™ est holomorphe si elle est de classe C! et
si en chaque point z de V la dérivée f(z) (qui est a priori une application R-linéaire de C" dans

C™") est C-linéaire. Si g est une deuxiéme fonction holomorphe dans un ouvert V' contenant fiV),
le composé gof est holomorphe. On admettra que, comme dans le cas des fonctions holomorphes

d'une variable, une fonction holomorphe dans un ouvert connexe de C", nulle dans une partie
ouverte non vide de C" ou de R", est identiquement nulle.

Le théme du probléme est l'étude du plus grand domaine complexe U auquel les fonctions
harmoniques dans la boule B se prolongent toutes holomorphiquement.

I. Calcul différentiel élémentaire. Noyau de Poisson.

l.a. Soient f et g deux fonctions de classe C2, A valeurs dans C, sur un ouvert de R™ montrer
qu'on a A(fg) = (Af) g + 2(df)(dg) + f(Ag).

b.  Soient Q un ouvert de R", p: Q — R une fonction de classe C2, I un ouvert de R contenant
p(Q) et g: I - C une fonction de classe C2. Exprimer A(gop) en fonction de dp, Ap, g'op et
g'op.

2.a. Onnote r la fonction r(x) =||x}} : R® — R. Calculer dr et Ar pour x #0.
b.  Soit s un nombre réel. Calculer A(r®) pour x #0.

3.a. Soient Q un ouvert de R" et f: Q— C une fonction de classe C2. On suppose que f ne
dépend que de r=|x||, ie. qu'clle est de la forme f=gor o g est une fonction numérique
convenable. Montrer que g est de classe C? dans l'ouvert 1(2-{0}) et qu'on a, dans Q-{0},

an

Af=g"or + g'or, ol a, est une constante qu'on déterminera.






