
8 Agrégat ion de Mat hématiques 
concours externe : Analyse 1/7 

corn posi tion d'analyse 
Dans le problème n est un entier 2 2. Si z = x + i y  E C'" avec x ,  y E R", on pose Re z = x, 

Iin z = y ,  T = x -  iy. Si x= (Xj)j=l,..., n, Y= (yj)j=l,..., n sont des vecteurs de Cn on note leur 

produit scalaire: xy= C xjyj. Ainsi 2 =C 4 , et lu norme hermitienne de x est dorinée par 
/ / x / / ~  = x3. Cette notation ne prête pas à confusion si on prend soin de parenthéser correctement 
les expressions où entrent plusieurs produits. 

On note B la boule unité ouverte de R": ensemble des X E  R" tels que //.x//< 1, glu boule 
unith fermée, ensemble des X E  R" tels yite // .x//Sl et S la sphère iinitd, ensemble tles X E  R" tels 
que / /x/l= 1. 

Si f est une fonction dérivable en un point X E  R", 6 valeurs ckrns C,  on note df(.r) le 
vecteur de coordonnées ($/&j(x))j=~,. . , , ,~ C"; .si R est un ouvert de R" et f :  R+ C est une 
fonction numérique dériwble, on note (if: LI+ C" lrr fonctiort vectorielle x -+ ($/&J(x))J=/ . . . . .n .  

Le Lrplircien (le R R  est liipirutertr (liffkrentiel A = C" 4 . on (lit qu'me jimctiorr f dt) 

n n 
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J 
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closse C2 à valeurs comple.res difinie cluns rin ouvert de R" est hurr?ionique si A.f = O. 
2 I -.r Le noyau de Poisson de lu boule B est I(r,fi)nction k: BxS + R tl<jïnie pcir k( . r ,v )  = c - 

//.Y-! II" 
oh c est une constmte non niille yiii ser(i prkcisie tltrris In yirrstion I I .  

Si V est un ouver! de C" une fonction f: V -+ Cm est holomwphe si rllr est de clrisse Cl uf 

.ri eit chaque point z de V In dérivée f f i )  (qui est a priori une upplrcution R-linéuire de Cn dcrns 
CI") est C-linéaire. Si g est une deuxième fonction holomorphe dans un ouvert V' contenunt flV,.  
le colnposé gof est holomorphe. On admettra que, comme &ins Ir cas ( les  fonctions holontorphe.~ 
d'une variable, une fonction holomorphe dans un ouvert connexe de C", nulle duns une partie 
ouverte non vide de Cn ou de Rn, est identiquement nulle. 

harnwniques dans la boule B se prolongent toutes holomorphiyuernent. 
Le thème du problème est l'étude du plus grand doincrine complexe U ailquel les fonctions- 

1. Calcul différentiel élémentaire. Noyau de Poisson. 

1.a. Soient f et g deux fonctions de classe C2, A valeurs dans C, sur un ouvert de R": montrer 
qu'on a A(fg) = ( A 0  g + 2(df)(dg) + f(Ag). 
b. Soient R un ouvert de Rn, p: Q+ R une fonction de classe C2, 1 un ouvert de R contenant 
p(R) et g: I-+ C une fonction de classe C2. Exprimer A(g0p) en fonction de dp, Ap, g 'op  et 
g"0 p. 

2.a. On note r la fonction r(x) = llxll : Rn -+ R. Calculer dr et Ar pour x f O. 

b. Soit s un nombre réel. Calculer A(?) pour x $0. 

3.a. Soient R un ouvert de Rn et f: R -+ C une fonction de classe C2. On suppose que f ne 
depend que de r=llxll, ie. qu'talle est de la forme f = g o r  où g est une fonction numerique 
convenahle. Montrer que g est de classe C2 dans l'ouvert r(Q-{O}) et qu'on a, dans Q-{O}, 

A f  = g'l0 r + - g'o r , oh a, est une constante qu'on determinera. an 
r 




